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Re´sume´
On re´sout le ∂∂¯ pour les courants prolongeables de´finis dans un do-
maine pseudoconvexe non borne´ de Cn.
Abstract
We solve the ∂∂¯-problem for extensible currents defined on a unboun-
ded pseudoconvex domain of Cn.
Mots clefs : Courant prolongeable , ∂∂¯ , cohomologie de De Rham.
mathe´matique 2010 : 32F32.
Introduction
Soit Ω ⊂ Cn un ouvert, on se pose la question suivante :
Si T est un courant d-ferme´ sur Ω, existe - t - il un courant prolongeable
sur Ω tel que ∂∂¯u = T ? Ayant re´pondu a` la question pour le cas ou` Ω est la
boule euclidienne de Cn dans [6] et aussi le cas des domaines borne´s et leurs
comple´mentaires dans [3] et [1] , on se demande si on peut re´pondre a` la question
pour tout domaine non borne´ de Cn dont le comple´mentaire est aussi non borne´.
Tenant compte de conside´rations classiques, nous devons pour re´pondre a`
cette question, avoir a` re´soudre une e´quation (∗)du = T , ou` T est un courant
prolongeable, la solution obtenue se de´compose alors en une partie ∂-ferme´e et
l’autre ∂¯-ferme´e. Il est ne´cessaire d’avoir des conditions ge´ome´triques sur Ω pour
obtenir des solutions du ∂ respectivement du ∂¯ pour les courants prolongeables.
Le domaine Ω ve´rifie comme dans [6], [3] et [1], que les groupes de cohomologie
de De Rham Hj(Ω) et Hj(bΩ) sont nuls pour j > 1. Le fait que Ω soit non borne´
ainsi que son comple´mentaire nous oblige a` adopter la re´solution a` support exact
de l’ope´rateur d. La re´solution du ∂∂¯ devient alors une conse´quence des re´sultats
de re´solution du ∂¯ pour les courants prolongeables obtenus dans [4].
1 Pre´liminaires et notations
Soit X est une varie´te´ complexe de dimension n. On note Dˇ′p(Ω) l’espace des
p-courants de´finis sur Ω et prolongeables a` X, Apc(Ω¯) les p-formes diffe´rentielles
de classe C∞ sur X a` support compact dans Ω¯. Sur X , on note Dˇ′p,q(Ω) l’espace
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des (p, q)-courants prolongeables de´finis sur Ω et Ap,qc (Ω¯) l’espace des (p, q)-
formes diffe´rentielles a` support compact dans Ω¯. On note Hˇp(Ω) le pieme groupe
de cohomologie de De Rham des courants prolongeables de´finis sur Ω, Hˇp,q(Ω) le
(p, q)ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables de´finis
sur Ω. Si F ⊂ X , alors Hp∞(F ) de´signe le p
ieme groupe de cohomologie de De
Rham des p-formes diffe´rentielles de classe C∞ de´finis sur X , Hp∞,c(X) est le
groupe de cohomologie de De Rham des p-formes diffe´rentiables de classe C∞
sur X a` support compact et enfin Ap(F ) l’espace des p-formes diffe´rentielles de
classe C∞ sur F . On note aussi, pour tout domaine D de X , bD le bord de D.
De´finition 1 Un courant T de´fini sur Ω est dit prolongeable s’il existe un cou-
rant Tˇ de´fini sur Cn tel que Tˇ|Ω = T .
2 Re´solution de l’e´quation du = T
On conside`re X = Rn+1 et
Ω = {x ∈ Rn+1/xn+1 > 0} ⊂ R
n+1
un domaine contractile et bΩ = Rn × {0} ≃ Rn et son comple´mentaire
C = Rn+1\Ω¯ = Rn × {xn+1 < 0}.
Ω est un convexe non borne´ et son comple´mentaire C est aussi convexe et non
borne´. On a donc Hj(Ω) = 0 et Hj(bΩ) = 0 pour j > 1. Ainsi le re´sultat
principal de cette partie est le suivant :
The´ore`me 1
Hˇj(Ω) = 0pour1 ≤ j ≤ n+ 1.
Pour de´montrer le the´ore`me 1, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 1 Apc(Ω¯) ∩ ker d = d(A
p−1
c (Ω¯)) pour 1 ≤ p ≤ n+ 1.
Preuve
Soit f ∈ Apc(Ω¯) ∩ ker d , alors il existe Ω
′ une boule de centre z0 et de rayon
R telle que pour f ∈ Apc(Ω
′)∩ ker d , 0 < p 6 n+1 , il existe g ∈ Ap−1c (Ω
′) avec
dg = f . Cela entraine que dg|B = 0 ou` B = Ω
′ ∩ (Rn+1\Ω′). Si p = 1 , alors g
est une constante a` support compact donc g = 0 sur B.
Si 1 < p 6 n+1 , on a g|B est une (p− 1)-forme d-ferme´e d’ou` il existe donc
une (p − 2)-forme diffe´rentielle h de classe C∞ sur B¯ telle que dh = g|B. Soit
h˜ une extension C∞ a` support compact de h a` Ω′ (on peut utiliser l’ope´rateur
d’extension de [?]) , u = g−dh˜ est une (p− 1)-forme diffe´rentiable de classe C∞
sur Rn+1\Ω a` support compact dans Ω et du = f . 
Preuve (the´ore`me 1)
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D’apre`s Martineau [5], Puisque ˙¯Ω = Ω , les courants de´finis sur Ω et prolon-
geables a` Rn+1 sont des e´le´ments de (Dr(Ω¯))′ dual des r-formes diffe´rentielles
de classes C∞ sur Rn+1 a` support compact sur Ω¯. Cependant Ω¯ n’e´tant pas
borne´ , Dr(Ω¯) est une limite inductive d’espaces de Fre´chet.
On va conside´rer un compactK ⊂ Ω¯ de Rn+1 et Dr(K) l’espace des r-formes
diffe´rentielles sur Rn+1 a` support compact dans K.
LKT : d(D
r(Ω) ∩Dr(K) ∩ ker d) −→ C
∂¯ϕ 7−→ 〈T, ϕ〉
line´aire continue et dLKT s’e´tend a` un ope´rateur line´aire continue
˜LKT : D
r+1(Ω¯) ∩Dr+1(K) 7−→ C c’est un courant prolongeable et
d˜LKT = (−1)
n−r+1T sur K˙.
On va conside´rer une famille (Kn)n∈N de compacts de Ω¯ on a sur Kn , ∃ Sn
un courant prolongeable tel que dSn = T sur K˙n on a Kn ⋐ K˙n+1.
Sn+1 − Sn est d-ferme´ et Sn+1 − Sn = dvn sur K˙n+1.
Soit χ = 1 sur un voisinage de Kn contenu dans Kn+1 et
Sn+1 − d(χvn) = Sn + d(1− χ)vnsurK˙n
posons Un+1 = Sn+1 − d(χvn) et Un = Sn + d(1− χ)vn.
On a dUn+1 = dUn = T sur K˙n et Un+1 = Un sur Kn. On pose
S = lim
n
Un+1
c’est un courant prolongeable sur Ω et ve´rifie dS = T .
3 Re´solution du ∂∂¯ pour les courants prolon-
geables
On va conside´rer maintenant le cas
Ω = {z = (z1, . . . , zn) ∈ C
n/ Im zn > 0}.
On donne le re´sultat suivant de re´solution du ∂¯ a` support exact :
The´ore`me 2
Soit Ω un domaine et f ∈ Ap,qc (Ω¯)∩ ker ∂¯. Alors il existe g ∈ A
p,q−1
c (Ω¯) telle
que ∂¯g = f ; 1 6 q 6 n.
Preuve
C’est une conse´quence du re´sultat de re´solution du ∂¯ a` support exact de
[4, the´ore`me 4.2]. Si le support de f est compact dans Ω , alors on prend
un domaine pseudoconvexe Ω′ dans Ω qui contient le support de f d’apre`s le
re´sultat de [4, the´ore`me 4.2] , il existe g ∈ Ap,q−1c (Ω
′) telle que ∂¯g = f .
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Si maintenant supp(f) ∩ bΩ 6= ∅ , puis que f est a` support compact et bΩ
Le´vi plat , on peut trouver K ⊂ Ω¯ un compact d’inte´rieur pseudoconvexe a`
bord lisse qui contient le support de f . D’apre`s [4, the´ore`me 4.2] il existe h une
(p, q−1)-forme diffe´rentielle a` support dans K telle que dh = f. On e´tend h par
0 sur Cn\K et on a la solution recherche´e. Ainsi pour toute f ∈ Ap,qc (Ω¯)∩ker ∂¯,
il existe g ∈ Ap,q−1c (Ω¯) telle que ∂¯g = f . 
Par dualite´ classique (cf the´ore`me 1), on a le re´sultat suivant :
The´ore`me 3
Soit Ω = {z = (z1, . . . , zn) ∈ C
n/ Im zn > 0} et T un courant prolongeable
∂¯-ferme´ sur Ω. Alors il existe S un courant prolongeable de´fini sur Ω tel que
∂¯S = T .
Nous pouvons donc e´tablir le re´sultat suivant :
The´ore`me 4
Soit Ω = {z = (z1, . . . , zn) ∈ C
n/ Im zn > 0} ⊂ C
n un domaine, alors pour
tout T un (p, q) courant de´fini sur Ω, prolongeable et d-ferme´ , il existe S un
(p+ q− 1) courant sur Ω et prolongeable tel que ∂∂¯S = T avec 1 6 p, q 6 n− 1.
Preuve
Soit T un (p, q)-courant, 1 6 p 6 n et 1 6 q 6 n, d-ferme´ de´fini sur Ω et
prolongeable avec 1 6 p+ q 6 2n. Puisque le the´ore`me 1 nous assure que
Hˇp+q(Ω) = 0, il existe un courant prolongeable µ de´fini sur Ω tel que dµ = T .
µ est un (p + q − 1)-courant, il se de´compose en un (p− 1, q)-courant µ1 et en
un
(p, q − 1)-courant µ2. On a
dµ = d(µ1 + µ2) = dµ1 + dµ2 = T.
Comme d = ∂ + ∂¯, on a pour des raisons de bidegre´, ∂µ2 = 0 et ∂¯µ1 = 0. On
obtient µ1 = ∂u1 et µ2 = ∂¯u2 avec u1 et u2 des courants prolongeables de´finis
sur Ω d’apre`s le the´ore`me 3. On a donc :
T = ∂µ2 + ∂¯µ1
= ∂∂¯u2 + ∂¯∂u1
= ∂∂¯(u2 − u1)
Posons S = u2 − u1 , S est un (p− 1, q − 1)-courant prolongeable de´fini sur Ω
tel que ∂∂¯S = T . 
Remarque 1 On a la de´composition de la solution sous la forme suivante :
S = S(p−1,q) + S(p,q−1) + S(p−2,q+1) + · · ·+ S(0,p+q−1) + S(p+q−1,0)
mais l’autre partie, pour des raisons de bidegre´ est d-ferme´e. Quitte a` prendre
une autre solution il y’a pas perte de ge´ne´ralite´ de conside´rer S = S(p−1,q) +
S(p,q−1).
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